UNIVERSIDADE FEDERAL DO ESPIRITO SANTO
CENTRO TECNOLOGICO
COLEGIADO DE ENGENHARIA CIVIL
PROJETO DE GRADUACAO

PEDRO HENRIQUE AVANCINI GUIMARAES

ESTUDO COMPARATIVO DAS FORMULACOES DE PROBLEMAS
DE NAO-LINEARIDADE GEOMETRICA

VITORIA - ES
AGOSTO / 2022



PEDRO HENRIQUE AVANCINI GUIMARAES

ESTUDO COMPARATIVO DAS FORMULACOES DE PROBLEMAS
DE NAO-LINEARIDADE GEOMETRICA

Projeto de Graduacdo apresentado ao
Departamento de Engenharia Civil do Centro
Tecnolégico da Universidade Federal do
Espirito Santo, como quesito parcial para
obtencdo do titulo de Bacharel em

Engenharia Civil.

Prof. Dr. Marcos Antonio Campos Rodrigues

VITORIA - ES
AGOSTO / 2022



PEDRO HENRIQUE AVANCINI GUIMARAES

ESTUDO COMPARATIVO DAS FORMULACOES DE PROBLEMAS
DE NAO-LINEARIDADE GEOMETRICA

COMISSAO EXAMINADORA:

Prof. Dr. Marcos Antonio Campos
Rodrigues
Universidade Federal do Espirito Santo

Orientador

Prof. Dr. Lorenzo Augusto Ruschi e Luchi
Universidade Federal do Espirito Santo

Examinador

Prof. Dr. Elcio Cassimiro Alves
Universidade Federal do Espirito Santo

Examinador

Vitoria - ES, 18 de Agosto de 2022



AGRADECIMENTOS

Em primeiro lugar, a Deus, que fez com que meus objetivos fossem alcangados,
durante todos os meus anos de estudos, me protegendo, sustentando e conduzindo
meus caminhos, proporcionando sabedoria, saude e forcas que me permitiram

alcancar tal realizacéo.

Agradeco aos meus pais, Carlos e Rita, que me incentivaram em todos 0s momentos,
preenchendo-me com amor e cuidado, estando sempre dispostos a me ensinar e me
compreender, dando oportunidades que me fizeram crescer enquanto pessoa e

profissional. A vocés todo meu amor.

Aos meus familiares, em especial a meus irméos Jo&do e Ana, pelo apoio e carinho
comigo. Sou grato por me cercarem de alegria, torcerem pelo meu sucesso e me

darem direcionamento, quando necessario

Aos meus amigos, colegas de curso e profissdo, por contribuirem com a minha
formacao, pessoas que tornaram essa jornada mais especial, divertida e gratificante.
Agradeco por partilharem comigo dias de alegrias e de dificuldades, que tornaram

essa caminhada possivel e mais leve.

Agradeco ao meu orientador Marcos Antonio por me acompanhar durante todo esse
processo, dando todo o auxilio necessario para elaboracéo desse estudo, sempre com

paciéncia e dedicagao. Levarei 0s seus ensinamentos comigo.

Por fim, minha gratiddo a Universidade Federal do Espirito Santo e aos docentes do
curso de Engenharia Civil, que permitiram realizar essa graduagdo com tantas
experiéncias e aprendizados essenciais para 0 meu desenvolvimento como

profissional de engenharia civil.



RESUMO

GUIMARAES, Pedro Henrique Avancini. Estudo comparativo das formulacdes de
problemas de ndo-linearidade geométrica. Projeto de Graduacao (Bacharelado em
Engenharia Civil) — Departamento de Engenharia Civil da Universidade Federal do
Espirito Santo. Vitoria, 2022.

O presente trabalho realiza um estudo comparativo de formulagdes para o problema
de ndo-linearidade geométrica de estruturas planas, considerando deformacao por
cisalhamento conforme teoria de flexdo de Timoshenko. Assim, sdo analisados
diferentes modelos de estruturas empregando diferentes formulagcdes para realizagéo
de uma analise ndo-linear geométrica. Foram utilizadas as descrigbes Lagrangeana
atualizada, com a consideracao da influéncia dos termos de ordem elevada do tensor
deformacéo durante o processo de formulacdo da matriz de rigidez, a formulacéo
Lagrangeana atualizada convencional e a corrotacional. Os resultados considerando
diferentes niveis de discretizacdo foram plotados em curvas de equilibrio e
comparados com a resposta numérica de referéncia estabelecida por uma estrutura
com maior discretizacdo e utilizando formulacdo corrotacional. Constata-se que a
consideracdo de diferentes parametros no processo de formulacdo da matriz de
rigidez proporciona forte influéncia na resposta da estrutura quando realizada uma
analise nao linear geométrica. Essa influéncia € mais evidente proximo a carga de
flambagem e na fase poés-critica. Ao se empregar uma descricdo Lagrangeana
atualizada, a consideragao dos termos de ordem elevada no tensor deformacéo gera
melhores resultados. Ao se utilizar uma discretizacdo reduzida, esta formulacdo

fornece a melhor aproximacgao para a carga critica.

Palavras-chave: Andlise ndo-linear geométrica; termos de ordem elevada; teoria de

flexdo de Timoshenko; comportamento pos-critico.



ABSTRACT

This work presents a comparative study of formulations for the geometric nonlinear
analysis problem of two-dimensional structures, considering shear deformation
according to Timoshenko's bending theory. In order to achieve this objective, different
models of structures were analyzed using different formulations to perform a non-linear
geometric analysis. The updated Lagrangian description considering the influence of
high-order terms of the strain tensor during the stiffness matrix formulation process,
the conventional updated Lagrangian and the co-rotational formulation were used. The
results for different levels of discretization were plotted on equilibrium paths and
compared with the numerical reference response established by a structure with
greater discretization and using a co-rotational formulation. It is noted that the
consideration of different parameters in the process of formulating the stiffness matrix
provides a strong influence on the response of the structure when perfoming a
geometric nonlinear analysis. This influence is more evident near the buckling load and
in the post-critical phase. When using an updated Lagrangian description, the
consideration of higher-order terms in the strain tensor yields better results. When
using a reduced discretization, this formulation provides the best approximation to the

critical load.

Keywords: Geometric nonlinear analysis; higher-order terms; Timoshenko beam

theory; post-critical behavior.
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1. INTRODUCAO

A analise estrutural compreende uma etapa fundamental do dimensionamento dos
mais diversos tipos de estruturas presentes no cotidiano, desde uma simples viga
biapoiada até um prédio de mdultiplos pavimentos. Essa fase tem como objetivo a
determinacdo do comportamento da estrutura frente a acdo de carregamentos
externos, ou seja, a determinacdo dos esforcos internos, deformacdes e

deslocamentos da estrutura.

Em uma analise estrutural, um dos desafios esta na constru¢cdo de um modelo que
seja 0 mais fiel possivel a estrutura real, buscando-se uma melhor simulacdo do
comportamento estrutural. Entretanto, em geral, uma analise mais robusta e préxima
da realidade esta intimamente ligada a um aumento da complexidade do problema e,

certamente, um maior esforgo computacional.

Segundo Pereira (2002), a maioria das estruturas de engenharia exibem uma resposta
linear elastica sob cargas de servico. Desta forma, com o intuito de se realizar uma
analise completa, suficientemente préxima do comportamento real da estrutura e, ao
mesmo tempo, mais simplificada possivel, € comum a desconsideracdo de alguns

efeitos, como as ndo-linearidades fisica e geométrica dos materiais.

A néo-linearidade fisica é fruto da heterogeneidade do material constituinte da
estrutura, que apresenta uma relacdo de tensdo-deformacdo em desconformidade
com a Lei de Hooke. O concreto armado, por exemplo, € um material que sofre dos
frutos desta ndo-linearidade, uma vez que os efeitos da fissuracdo, escoamento da
armadura e fluéncia levam a uma deformagé&o ndo proporcional ao aumento de tenséo
(MOTA, 2018). No presente projeto a nao-linearidade fisica ndo é considerada, uma

vez que o foco do estudo se da nas formulagbes geometricamente néo-lineares.

A nédo-linearidade geométrica, por sua vez, ndo esta ligada ao comportamento do
material, mas sim da estrutura frente a valores relativamente grandes de
deslocamento, que levam ao surgimento de esfor¢cos de segunda ordem. Os efeitos
desta nado-linearidade sdo associados as equacgdes de equilibrio que consideram a

configuracdo deformada e as relacdes deformacao-deslocamento.
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A consideracdo da néo-linearidade geométrica tem se tornado cada vez mais
constante nas analises estruturais, visto que, no caso de elementos estruturais mais
esbeltos, uma tendéncia da construgao civil, verifica-se que os aspectos desta nao-
linearidade sao extremamente importantes, dando origem a fenbmenos como a
existéncia de diversas configuracfes de equilibrio (estaveis e instaveis) e de pontos

criticos ao longo da curva de equilibrio (PEREIRA, 2002).

Para consideragéo dos efeitos desta n&o-linearidade em estruturas de ago, a ABNT
NBR 8800:2008 indica 0 método baseado na majoracdo dos momentos fletores e
esforcos normais da estrutura indeformada a partir dos coeficientes B1 e B2. JAa ABNT
6118:2014 indica a utilizacdo do coeficiente y, ou do método P-Delta para a

consideracao desses efeitos em estruturas de concreto.

Por outro lado, existem métodos com melhor aproximacdo, que se baseiam na
resposta da estrutura em sua configuragéo deformada, envolvendo, assim, a criacao
de um modelo estrutural mais confiavel e realista, eliminando hip6teses
simplificadoras da andlise sob ndo-linearidade geométrica (LEAL e CAMPELLO,
2013). O comportamento de estruturas pode ser descrito de diversas maneiras, desde
modelos mais simples, até modelos que incorporam deformacfes advindas de
cisalhamento ou teoria mais robustas que consideram deformacdes de ordem superior
(MOTA, 2018). A descri¢do dos problemas de analise ndo-linear geométrica envolve
uma série de parametros que, se alterados, levam a estrutura a diferentes

comportamentos.

Segundo Rodrigues (2019), em uma analise considerando a nao-linearidade
geométrica da estrutura, condicbes como a teoria da flexdo empregada, descricdo
cinematica do problema, relagcdes entre deformacbes e deslocamentos, funcbes de
interpolacgéo utilizadas e a metodologia de analise utilizada influenciardo no resultado
obtido.

A importancia do estudo das formulagbes geometricamente n&o-lineares e dos
diferentes métodos, descricdes e formulacdes ndo se limita apenas ao estado pré-
critico, dentro dos estados limites ultimo e de servico da estrutura, mas também no
estado pOs critico, visto que uma mesma teoria pode ser capaz de descrever o

comportamento da estrutura em um estado, mas ndo em outro.
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A alteracdo e combinacéo de todos estes parametros citados podem gerar solucdes
diversas para um mesmo problema de néo-linearidade geométrica, tornando este um
estudo de grande importancia, antes da escolha de uma metodologia a ser seguida.
O estudo e comparacao destas diferentes solugbes e a maneira como as mesmas
respondem mediante alteracdes destes parametros é abordado no presente projeto

de graduacéo.

1.1 Objetivos

1.1.1 Obijetivo geral

Realizacdo de um estudo comparativo das solucées de problemas de analise néo-
linear geométrica de estruturas planas, considerando deformacéo por cisalhamento
conforme teoria de flexdo de Timoshenko, a partir da aplicagdo de diferentes
formulacdes néo-lineares (Lagrangeana atualizada e Corrotacional) e consideracoes
(influéncia dos termos de ordem elevada do tensor deformacéo) durante o processo
de formulacao da matriz de rigidez, com o intuito de serem observadas as influéncias
desses parametros no comportamento final da estrutura, utilizando software

computacional de analise estrutural.

1.1.2 Objetivos especificos
Para avaliar a influéncia da consideracdo dos diferentes parametros de andlise em
problemas de nédo-linearidade geométrica, estabeleceram-se 0s seguintes objetivos

especificos:

Avaliar a influéncia do aumento da discretizacdo da estrutura nos resultados

obtidos, aumentando o nimero de elementos que a compde;

e Avaliar a influéncia do tipo de formulacdo escolhida, Lagrangeana atualizada
ou corrotacional, no comportamento previsto para a estrutura;

e Verificar se a alteracao da esbeltez da secao influencia na reacao da estrutura,
frente aos carregamentos impostos;

e Verificar a diferenca na resposta da estrutura, frente a consideracdo, ou nao,
de termos de ordem elevada no tensor de deformacédo de Green-Lagrange;

e Verificar, de modo qualitativo, o custo computacional da escolha dos diferentes

parametros, citados anteriormente;
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e Avaliar o desenvolvimento da curva de equilibrio, curva deformacgéo versus
fator de carga, nas zonas fundamental (priméaria ou pré-critica) e pos-critica

(secundaria);

1.2 Estrutura do projeto de graduacao

O presente trabalho organiza-se nos seguintes capitulos:

CAPITULO 1: apresenta uma contextualizagdo sobre a tematica abordada na

pesquisa, além da justificativa, dos objetivos e da estruturacao adotada no trabalho.

CAPITULO 2: apresenta a primeira parte da revisdo bibliografica realizada para o
embasamento do estudo. S&o explanados diversos conceitos relacionados a analise
matricial de estruturas e o método da rigidez direta, abordando os mesmos na esfera

local dos elementos e global da estrutura

CAPITULO 3: apresenta a segunda parte da revisao bibliografica. Nele s&o abordados
conceitos relativos aos métodos de resolucao simplificados e incrementais iterativos,
sendo abordados conceitos relativos as trajetérias de equilibrio, teorias de flexao,
descri¢cdes cinematicas e utilizacdo ou ndo de termos de ordem elevada no tensor

deformacéo.

CAPITULO 4: apresenta os resultados obtidos a partir das rotinas de testes

implementadas na pesquisa e a discussao sobre 0s mesmos.

CAPITULO 5: apresenta as conclusdes deste trabalho juntamente de sugestdes para

0 desenvolvimento de pesquisas futuras.

CAPITULO 6: apresenta as referéncias bibliograficas que embasaram este estudo.
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2. ANALISE MATRICIAL DE ESTRUTURAS

A solucdo de problemas de andlise estrutural é realizada em softwares
computacionais através da formulacdo matricial, que se baseia na formalizacdo em
matrizes do método dos deslocamentos ou método da rigidez, originando o Método
da Rigidez Direta (White, Gergely e Sexsmith, 1976).

Neste método, os parametros utilizados para discretizacdo sdo os deslocamentos e
rotacbes dos nds que compde a estrutura e que nao sao submetidos a restricdes
impostas por apoios. A esses parametros, damos o nome de graus de liberdade.

A base do método da rigidez esta na analise da estrutura de forma global e dos
elementos que a compde de forma local, de maneira que cada elemento seja

considerado isoladamente.

Neste capitulo aborda-se o Método da Rigidez Direta, método base utilizado para
resolucao de problemas estruturais de barras via programas computacionais e que se
baseia na realizacdo de uma analise matricial de estruturas. Serdo apresentadas as
etapas e peculiaridades do método tanto na esfera local dos elementos, como global

da estrutura.

2.1Analise local dos elementos

No método dos deslocamentos, considera-se as barras que compfe a estrutura
restringidas e, por meio da aplicacao de deslocamentos e rotacdes unitarias nos noés,
€ possivel determinar os termos que formam a matriz de rigidez de cada elemento,

conhecidos como coeficientes de rigidez.

Ja no método da rigidez direta, calcula-se a matriz de rigidez da estrutura de forma
direta, somando-se a influéncia de cada um dos elementos de forma isolada. Esta
matriz de rigidez € singular, ou seja, seu determinante € nulo, logo ela nao é inversivel.
Tal matriz depende apenas da geometria e do material que compde a estrutura,
podendo ser obtida ent&o a partir simples substituicdo de valores como o comprimento
do elemento, momento de inércia da se¢éo transversal, médulo de elasticidade, entre
outros e, de forma simples, se tém os coeficientes de rigidez do elemento e a matriz

de rigidez da estrutura.
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Para vigas, a matriz de rigidez no sistema de coordenadas local ([KL]) € igual a matriz
de rigidez no sistema de coordenadas global ([Kc]) e dado pela expresséo (2.1), onde
a primeira parcela é a elastica e a segunda a geométrica. A parcela geométrica é
aquela que garante a consideracdo da nao-linearidade geométrica da estrutura
durante a obtencdo da solucdo do problema. Ressalta-se que as expressdes
abordadas nesta secdo consideram a utilizacdo da teoria de Euler-Bernoulli e nédo

consideram a presenca de termos de ordem elevadas, que serdo abordados
posteriormente.

12E1  6EI 12E1 6EI
N L
6EI  4EI 6EI  2EI
3 | oz L 2L
K=Kl = 1281  6EI 12E1  6EI
— L3 — LZ L3 - LZ
6E  2E]  6EI A4EI
12 L 2 L
2.1)
6P P 6P P
5. 10 5L 10
P 2LP P LP
+ 10 15 10 30
66 P 6P P
5. 10 5L 10
P LP P 2LP
L 10 30 10 15

As incégnitas L e E e | representam, respectivamente, o comprimento, o modulo de
elasticidade do material e a inércia da secdo transversal do elemento analisado,

respectivamente.

Para trelicas, a matriz de rigidez no sistema local ([KL]) é dada pela equacéo (2.2),

onde a primeira parcela é a elastica e a segunda a geomeétrica.

A _EA [P P
L L L L
_lo o o of,l0 0o 0 o
Kl=|"ga ~ E4 Tl P 20
— == 0 = o |-= 0o = o0 (2.2)
L L L L
o oo o Lo o o o

As incognitas apresentadas sdo as mesmas da equacao anterior, com a adicao de A

gue representa a area da secao transversal
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Para elementos de portico plano, basta sobrepor a matriz de rigidez para trelicas e a

matriz de rigidez para vigas. Assim, tem-se a matriz de rigidez local apresentada na

equacao (2.3), onde a primeira parcela é a eléstica e a segunda a geométrica:
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Ainda no sistema local, é necessario a montagem do vetor de esforcos de

engastamento perfeito ([AoL]), que corresponde aos esforcos reativos na extremidade

de um elemento quando restringido pela aplicacao de engaste nos nés, representados

na figura 2.1 como sendo as reacdes f '. Destaca-se que 0s carregamentos originais

da estrutura que coincidirem com algum grau de liberdade n&do devem ser

contabilizados no vetor de engastamento perfeito, mas sim no vetor de a¢cdes nodais

([Ao)).
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Figura 2.1. Reacdes de engastamento de barra de pértico plano
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FONTE: Martha (2010)

A partir das cargas nodais e cargas de engastamento perfeito, podemos montar o
vetor de cargas nodais combinadas [F].iemento: CONfOrme apresentado na equacéao
(2.4).

[F]elemento = [AD] — [ApL] (2.4)

Para efetuar a operacdo da equacgao (2.4), deve-se atentar para que o sistema de
coordenadas das cargas nodais e dos esfor¢cos engastamento perfeito seja 0 mesmo,
o global. E comum a transformac&o do vetor de esfor¢os de engastamento perfeito do

sistema local para o global.

Como pode ser observado na figura 2.2, nem sempre os sistemas global e local sé&o
coincidentes, assim, em alguns casos, como em trelicas e porticos, pode se fazer
necessario a transformacao de sistema a partir de uma matriz de transformacéo de

coordenadas.

Figura 2.2. Sistemas de coordenadas global (a) e local (b)

) (b)

FONTE: Martha (2010)

A matriz de transformacao de coordenadas globais ([R]) € mostrada na equacéao (2.5):
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cos @ senf 0 0 0

—senf@ cosf O 0 0
_ 0 0 1 0 0
[R] = 0 cos® senb
0 —senf cosf
0 0 0

(2.5)

_ o OO0 OO
—_—

0 0
0 0
l 0 0

Por se tratar de uma matriz ortogonal, a inversa de [R] € igual a sua transposta, ou
seja, [R]* = [R]". Assim, pode-se obter a matriz de rigidez de um elemento no sistema
global ([Kg]) por meio da relacdo da equagédo 2.6 e o vetor de esforcos de
carregamento perfeito de um elemento no sistema global ([Ap.lcLopar) @ partir da

relacdo da equacéo 2.7.

[Ke] = [R]" - [K.] - [R] (2.6)
[ApL)erosar = [R]" - [ApLliocaL (2.7)

2.2Anélise global da estrutura

Uma vez garantido que as matrizes de rigidez dos elementos que compde a estrutura
estdo todas no sistema global, inicia-se a montagem da matriz de rigidez global a partir
da soma das contribuicdes das matrizes dos elementos. Essa soma € realizada de
forma que os coeficientes de rigidez do elemento sejam considerados apenas para 0s
termos da matriz de rigidez global associados as coordenadas globais dos nés iniciais
e finais do elemento em questdo (MARTHA, 2010).

Para a correta contribuicdo de cada elemento, utiliza-se um vetor de espalhamento
que associa as coordenadas locais dos nos iniciais e finais com a coordenada global

correspondente, conforme mostrado na figura (2.3).

A associagao entre a numeracao dos graus de liberdade da estrutura global e de cada
elemento pode ser feita a partir da utilizacdo da regra da correspondéncia, que,
segundo Rovere (2012), deve ser feita de modo que em cada elemento, denominando-
se J o numero do na inicial e K o nimero do na final, os graus de liberdade (GL) seréo
numerados de 1 até 2 x Quantidade de GL iniciando-se pelo n6 J e seguindo-se a

ordem dos eixos no sistema global.
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Figura 2.3. Montagem da matriz de rigidez global
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FONTE: Martha (2010)

Quando a contribuicdo de dois ou mais elementos recai sobre a mesma posi¢céo na
matriz de rigidez global, o coeficiente de rigidez global é dado a partir da somatoria

dos coeficientes contribuintes, como mostrado em (2.8):

[K] estrutura = Z [KG]elemento (28)
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Da mesma maneira que é necessario posicionar os coeficientes de rigidez dos
elementos para montagem da matriz de rigidez global, para a montagem do vetor de
cargas nodais globais, o mesmo deve ser feito. Esse vetor considera as cargas nodais
combinadas e as reagfes de apoio e apresenta 0 mesmo numero de linhas que a

matriz de rigidez.

Para o processo de montagem do vetor de cargas nodais global, utiliza-se também
um vetor de espalhamento que permite a realocacéo correta dos coeficientes dos
vetores de cada elemento da estrutura no vetor global, conforme mostrado na figura
2.4. Caso existam dois ou mais coeficientes que recaiam sobre a mesma posi¢cao no
vetor global, o coeficiente no vetor global é dado a partir da somatoria dos coeficientes

contribuintes, conforme apresentado em (2.9).

[F]estrutura = z [FG]elemento (2.9)

Figura 2.4. Montagem do vetor de cargas nodais global

‘ P, e
Cargas equivalentes nodais 2 1 P Contribuigao das cargas
(vindas das barras) fe3 —_f3 10 nodais combinadas
superpostgs a cargas nodais J74 '.4 L’z _ fz para o vetor da§ forgas
propriamente ditas ft’g X f: ¢ : = A'f nodais g&gir;hzadas
el =_f3 fes =—f¢ :
el oL 2 ~2 £ AF;
- ® Jes ==fs 2T
3 :
3 i Fy
Pq — . ;‘11 H ~ F‘J

f(’:’— fh E E
ﬁ,;:_ T i y F“fl_.
I~ H A
‘f FT H g F
e :
fet =1 fes =,
fel =—f] fer ==fi
o o o
= c c
2 |2 9, 5 | £ ] 2 ]2
Q7 (2 H D10 (8 2) : 14
8 b . 11 < 'k@‘ o 3
1) 9 ) . 12 § 2) g "
M 3 7
O, ) 8

7
S,
7
&)
o

@,

&,
b\
(=]

7

A~

o
N -

FONTE: Martha (2010)



24

Para consideracao das limitacdes impostas por apoios, uma ferramenta matematica
muito utilizada € a substituicdo do coeficiente de rigidez associado a um grau de
liberdade que corresponde a um apoio da estrutura por um numero de ordem de

grandeza muito elevada.

Esse procedimento consiste na aplicacdo de uma rigidez infinita e faz com que as
condi¢cbes de apoio sejam consideradas, sem alteracdo das dimensdes da matriz de

rigidez ou do vetor de forgas.

Tendo sido definidos o vetor de forgas nodais global e a matriz de rigidez global, pode-

se determinar os valores dos deslocamentos a partir da seguinte equacgéao (2.10).
[D] = [F]- [K]™* (2.10)

Uma vez determinado os valores dos deslocamentos, se 0s mesmos forem
multiplicados pelas matrizes de rigidez locais dos elementos, como feito em (2.11),
obtém-se as forcas nas extremidades de cada elemento e, assim, as reacfes de

apoio.

[KG]elemento -[D] = [Fe] (2.11)

Ao se tratar de um problema de ndo-linearidade geométrica, as matrizes de rigidez do
elemento e global da estrutura sdo compostas por duas parcelas, uma elastica e uma

geométrica, conforme apresentado nas equacdes (2.1), (2.2) e (2.3).
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3. SOLUCOES DE PROBLEMAS DE NAO LINEARIDADE GEOMETRICA

A nédo-linearidade geométrica surge em funcéo da mudanca da geometria da estrutura
(deformacao), em razdo do carregamento imposto. Essa alteracdo geométrica leva ao
surgimento de forgas internas que ndo sdo consideradas em uma anélise linear

tradicional.

Existem diferentes maneiras de representar o problema de nao-linearidade
geométrica, adotando métodos diferentes, que levardo a resultados distintos. O
presente capitulo € iniciado abordando brevemente sobre alguns métodos
simplificados que podem ser utilizados para consideracdo dos efeitos de segunda
ordem em estruturas, seguido de uma descricdo dos métodos incrementais e iterativos
completos, que serdo utilizados como bases para as analises realizadas no capitulo
4.

As teorias, descrices, formulacfes e consideracdes adotadas durante o processo
também influenciam na solucdo do problema e esta influéncia é alvo deste trabalho.
Para melhor compreensao das diferentes opcdes de solugdes que serdo utilizadas,
este capitulo é seguido de uma apresentacao sobre as principais teorias, descri¢cdes

cinematicas e consideracfes que podem ser realizadas.

3.1 Métodos simplificados

Em estruturas com numero elevado de graus de liberdade, a aplicacdo do método da
rigidez direta tem elevada exigéncia computacional. Se consideradas condi¢cdes como
a nao-linearidade geométrica ou utilizacdo de termos de ordem elevada, conforme

sera abordado posteriormente, maior sera tal exigéncia.

Existem varios métodos simplificados de resolugdo do problema de ndo-linearidade
geomeétrica que nos fornecem uma boa aproximacgéo. Segundo SILVA (2017), esses
métodos se destacam devido a economia de esforco computacional, quando

comparados aos métodos tradicionais.

O método B1-B2, sugerido pela ABNT NBR 8800:2008, utiliza-se de coeficientes de
majoracao para consideracao dos esforcos de segunda ordem. Ja o método sugerido
pela ABNT NBR 6114:2014 (método do coeficiente yz) e 0 método P-Delta se baseiam
na geracao de deslocamento de segunda ordem pelas forgas verticais e de primeira
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ordem pelas forcas horizontal. Por fim, no método dos dois ciclos iterativos calcula-se
a solucao elastica do problema, para, a partir desta, se calcular a matriz de rigidez
geomeétrica, soma-la a matriz de rigidez elastica e se chegar na solucdo mais

completa.

Conforme sédo chamados, estes métodos sao simplificacfes para consideracdo dos
efeitos de segunda ordem nas estruturas, levando em conta diversas aproximacoes.
A utilizacdo destes métodos pode trazer solugbes préximas do esperado para alguns
casos, principalmente em situacdes de projeto, entretanto, em outros casos podem
levar a resultados incertos. Dessa forma, é necessaria uma andlise néo-linear
geométrica completa, utilizando matriz de rigidez geométrica e métodos incrementais

iterativos.

3.2 Analise néo linear geométrica completa

Conforme mostrado nos capitulos anteriores, a matriz geométrica global de um
problema de analise ndo-linear geométrica € obtida adicionando os coeficientes de
rigidez de cada matriz local aos correspondentes graus de liberdade da matriz global.
Nesse caso obtém-se um sistema nao-linear de equacdes e, para solucionar tais
problemas, o uso de procedimentos incrementais e iterativos tém sido muito comuns
(RANGEL, 2019).

Esses processos se baseiam no fato da condi¢do de equilibrio em qualquer ponto ser
dependente da geometria deformada da estrutura e das forcas internas dos
elementos. Para desenvolvimento da solugdo, faz-se o uso de carregamentos
incrementais, que geram deslocamentos incrementais. Os carregamentos e
deslocamentos incrementais fazem com que a estrutura busque um novo estado de
equilibrio e, para célculo das novas equacdes de equilibrios que surgem a cada passo,
utiliza-se métodos iterativos (SANTANA, 2015).

Resumidamente, trés passos constituem o processo. Primeiramente é selecionado um
incremento de carga, definido como incremento inicial do parametro de carga, a partir
da ultima configuracdo de equilibrio. Em seguida determina-se o incremento dos
deslocamentos nodais. Por fim, tendo os dois incrementos, procura-se, através de
uma estratégia iterativa, corrigir a solucao incremental inicialmente proposta por meio

de um método escolhido.
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3.2.1 Curva de equilibrio, pontos criticos e estabilidade

A apresentacédo dos resultados da analise ndo-linear pode ser representada de forma
gréfica em diagramas carga versus deformacgdo, chamados de curva ou trajetéria de
equilibrio. Uma metodologia eficiente para solucdo desses problemas deve ser capaz
de tracar fielmente tal trajetéria, passando por todos os pontos singulares ou criticos
(ROCHA, 2000). Nessas curvas pode-se destacar trés pontos criticos: limite de carga,
limite de deslocamento e bifurcagdes, conforme mostrado na figura (3.1).

Figura 3.1. Curva de equilibrio e pontos criticos

Carga/\

Salto dinamico sob controle de carga

Snap - through .
¥ . 1Salto dinamico

—i— '
L~ N 150b controle de
ITajetona '
, rideslocamento
secundaria !
snap-back
i

4 Ponto himite de carga
s Pouto hmite de deslocamento
e Ponto de bifurcacio
S
Deslocamento

FONTE: Santana (2015)

Os pontos em que a tangente da curva € positiva sdo considerados pontos de
estabilidade, enquanto os pontos em que a tangente é negativa, ndo. Os pontos de
tangente horizontal ou vertical representam, em geral, pontos criticos e 0

conhecimento desses pontos € de suma importancia para a analise da estrutura.

O ponto limite de carga esta associado ao fenbmeno de snap-through em que, ao
aplicar um controle de carga, um grande deslocamento ocorre em razdo da baixa
rigidez do sistema. O ponto limite de deslocamento, por sua vez, é o contrario e ocorre
devido a elevada rigidez do sistema que causa um fenbmeno de snap-back, ou seja,
ao ser aplicado um controle de deslocamento, o sistema sofre uma variagcao
instantanea de carga. Por fim, a bifurcacdo ocorre quando, a partir de um ponto, a

estrutura pode seguir por duas trajetorias de equilibrio diferentes, estando geralmente
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associada ao fenémeno de flambagem da estrutura. A trajetoria seguida pela estrutura

corresponde a que necessita de menor energia.

As configuracbes de equilibrio nas quais a estrutura perde estabilidade séo
caracterizados por pontos singulares limites de carga ou de bifurcagées, ja abordados
nesta secdo. Os pontos limites de deslocamento também apresentam suas
peculiaridades, todavia esses pontos ndo sao associados a condi¢cdes de estabilidade,

mas sim em implicagBes numéricas e mateméticas da curva.

Para a passagem pelos pontos criticos € necessario a utilizagdo de uma equacao
adicional de restricdo sob o sub-incremento do parametro de carga. Devido as
diversas possibilidades de restricdo, o sub-incremento do parametro carga pode ser
calculado de diferentes maneiras, assim, diversas estratégias de iteracdo podem ser
utilizadas.

Uma vez conhecidos os incrementos de carga e deslocamento, a partir do método
iterativo escolhido, pode-se calcular o resultado do passo de carga atual e escolher

uma nova estimativa para o préximo passo.

A escolha da nova estimativa € uma etapa muito sensivel. Em uma analise linear, a
curva de equilibrio € uma linha reta sem limite de carregamento, enquanto em
formulacbes ndo-lineares sao obtidas curvas complexas com pontos criticos e
comportamentos diferentes para um mesmo grau de carregamento. Assim, em
regides de comportamento fortemente néo-linear, o passo de carga deve ser pequeno.
Por outro lado, para regides de comportamento linear, 0 passo pode ser grande sem
que haja perda significativa na discretizagdo do diagrama. Os trechos estaveis

(“stable” em inglés) e instaveis (“unstable” em inglés), sdo mostrados na figura 3.2.

A parte da curva de equilibrio que vai desde a origem dos eixos até o ponto critico é
chamada de fundamental, pré-critica ou primaria. No ponto singular a curva primaria
€ conectada com a secundaria, ou poés-critica. A maioria das estruturas é
dimensionada para trabalhar no regime linear, todavia o estudo do regime pd4s-critico
€ importante ao se analisar o comportamento da estrutura em situacdes de
emergéncia que nao correspondem as condicbes de estabilidade normalmente

consideradas.
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Figura 3.2. Trechos de estabilidade e de instabilidade
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3.2.2 Solugao Incremental

A base para solucionar os problemas de equilibrio gerados a cada passo de carga
esta na andlise das forcas externas e internas que atuam na estrutura. Como a
estrutura sempre busca por uma nova configuragao de equilibrio, pode-se pressupor
gue o somatorio das forcas externas e internas sera igual a zero, conforme expresso
em (3.1).

P(1)— F,(U) =0 = P(A) = F;(U) (3.1)

Onde P é o vetor de forgas nodais externas em funcédo do par@metro de carga 1 e Fi

o vetor de forgas internas em fung¢ao dos deslocamentos nodais no sistema U.

O vetor de forcas nodais externas pode ser expressado pelo produto do parametro de

carga (A) pelo vetor de cargas de referéncia (P), mostrado na equacéo (3.2).
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P = AP (3.2)

A solucao desse problema se da atraves de métodos incrementais. Assim, para um
determinado passo i, 0 vetor de forcas nodais externas sera dado pela soma do
parametro de carga do passo anterior (i-1) com o incremento de carga do passo i (AA)

multiplicados pelo vetor de cargas de referéncia, como apresentado na equacéao (3.3).
Pi = (Ai—l + AAL) " 13 (33)

De forma analoga, a equacao (3.4) explicita que o deslocamento do passo i (Uj) sera
dado pelo deslocamento do passo anterior (i-1) somado ao incremento de carga do

passo i (AU..)
UL' = Ui—l +AUL (34)

Esse mesmo processo se repete a cada passo de carga. Assim, de maneira genérica

pode-se escrever a equacao (3.5):
F(U) = P, (3.5)
Substituindo as relacdes ja apresentadas, chega-se na expresséao (3.6):
F(Ui_1 + AU;)) = (i1 +AX) - P (3.6)
Desenvolvendo, obtém-se as equacdes (3.7) e (3.8):

F(Uiz1) + F(AU) = (A1) P+ (A4) - P (3.7)
F(AU) — (A4) P = (Ai-1) P = F(U;—1) (3.8)

Como no passo anterior (i-1) o sistema estava em equilibrio, as forcas internas e
externa se anulam e (4;_;)-P — F(U;_;) tem resultado igual a 0. Trazendo esse

conceito em termos de equacao, apresenta-se a expressao (3.9).
F(AU) — (A1) -P = 0 =~ F(AU;) = AA;-P (3.9)

A matriz de rigidez K pode ser determinada como a derivada das forcas internas em

relacdo aos deslocamentos, como apresentado na equacao (3.10):
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oF

k=<5 (3.10)

Assim, pode-se reescrever a equacao das forcas internas em funcdo da matriz de
rigidez, conforme mostrado na equacgao (3.11)

F(AUy) =AU; - K;—4 (3.11)

Substituindo (3.11) em (3.9), temos:
F(AUL) = (All) . p o AUl . Ki—l = All . F (312)

Conforme apresentado anteriormente, a matriz de rigidez pode ser determinada como
a derivada das forcas internas pela derivada dos deslocamentos nodais. Todavia,
como as forgas internas sdo uma funcao nao-linear dos deslocamentos, a solucdo da
equacao anterior (3.12) ndo satisfaz o equilibrio. Assim, obtém-se um vetor de forcas

residuais da diferenca das forcas internas e externas.

3.2.3 O processo de Newton-Raphson
O processo de Newton-Raphson consiste em uma série de iteragdes que visam
eliminar o vetor de forcas residuais, de modo que a estrutura que estava em equilibrio

no passo i-1 assuma nova condi¢éo de equilibrio no passo i.

A cada passo de iteracao, indicado pela letra j=1, 2, 3..., obtém-se um incremento no
parametro de carga e no deslocamento, 51 e SU. Esses incrementos representam a
correcdo dos valores de carregamento e deslocamento no respectivo passo. Dessa

forma, no passo genérico j tem-se o apresentado em (3.13) e (3.14).

AU; = AU +6U]7" (3.13)
My = AN + 87T (3.14)

Assim, o valor total de carregamento e deslocamentos no passo | de iteracdo da
condicao i de equilibrio sera descrito, conforme mostrado em (3.15) e (3.16).

Ul = U, +au/ (3.15)

L

M= A +AX (3.16)

1

Assim, ap0s j iteracdes, o vetor de forca residual sera dado por:
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R =A/-P—F (U)) (3.17)

Pode-se obter o vetor de forgas residuais a partir de uma série de Taylor, assumindo

uma situacado em que os incrementos séo infinitesimais e que se pode avaliar Uij_l. 0]
sistema resultante para calcular o incremento iterativo dos deslocamentos € dado pela
equacdao (3.18) e o corrigido para (3.19).

K/™' - sul = 62-P+RIT (3.18)

l

ul = v/ +sU/ (3.19)

As condicdes iniciais para inicio do processo iterativo na condicao i de equilibrio sdo

resultado do final do dltimo passo e mostradas em (3.20) e (3.21).

2= 24 (3.20)
Ul = U4 (3.21)

O processo de Newton-Raphson € muito utilizado para resolucédo de problemas de
nao-linearidade geométrica por causa das suas propriedades de convergéncia. Caso
se tenha um erro em uma iteracéo, esse erro sera da ordem de e? na préxima iteracdo,
e3 na terceira e assim sucessivamente. Por outro lado, caso as condi¢es de contorno
nao sejam satisfeitas, a iteracao ira divergir. Nesse caso, a acdo que deve ser tomada

€ a diminuicdo da magnitude do incremento.

Neste processo, a cada iteracdo j, uma nova matriz de rigidez é calculada, todavia
esse procedimento tem um custo computacional elevado e em alguns casos, como de
situacOes onde se considera termos de ordem elevada, pode se tornar improdutivo.

Assim, uma modificacdo que pode ser considerada no processo de Newton-Raphson

€ a consideragdo de uma matriz de rigidez padréo onde Jf(l.j_1 = Kijparaj maior que 1.

A figura 3.3 apresenta o método padrdo de Newton-Raphson e o método modificado.
Por mais que apresente um custo computacional menor em relagdo ao método
padrdo, o método modificado apresenta uma convergéncia mais lenta, sendo

necessarias mais iteracoes.



33

Figura 3.3. Convergéncia do método padréo (“standard”) e o modificado (“modified)

Standard Load Modified
Newton-Raphson Newton-Raphson

o e
D \ "B 4 N B

AP AP

— |
- > Displacement

AU AU

Displacement

FONTE: Rangel (2019)

Além do método modificado de Newton-Raphson existem outras estratégias
numericas de correcdo da solucdo nao-linear, como a de controle de carga, controle
de trabalho comprimento de arco constante, comprimento de arco linear, norma
minima dos deslocamentos residuais (MNCM), residuos ortogonais, entre outros. Esta
diversidade de opcdes € fruto da incapacidade das estratégias em resolver problemas
fortemente ndo-lineares (SEGUNDO, 2019).

A diferenca destes métodos esta basicamente nas condi¢cdes de contorno impostas
para definicdo das técnicas de previsdao de valores de um novo passo e nas
metodologias de correcao consideradas. A tabela (3.1) aborda os métodos de solucao,
metodologia de incremento, metodologia de corre¢céo do fator de carga para alguns

métodos existentes.

Tabela 3.1. Métodos de otimizacdo de solucao

Método de Metodologia de Metodologia de correcdo do Fator

Solucgéao Incremento de Carga

61 é dado como nulo nos ajustes da
Controle de Carga | Incremento de Carga .
solucao




34

Incremento nulo de trabalho externo
Controle de Incremento de

(W = P - §Uf) nos ajustes da
Trabalho Trabalho Externo

solucao

O incremento do comprimento de
Incremento de Arco

Comprimento de o arco (AL) é mantido constante nos
Cilindrico e Incremento

Arco Constante . ajustes da solucédo, conforme
de Arco Esférico

ilustrado na figura 3.4

Os incrementos iterativos sé&o
Comprimento de Incremento de Arco restritos a um plano ortogonal ao

Arco Linear Cilindrico incremento da solucéo anterior,

conforme apresentado na figura 3.4

Os deslocamentos residuais devido

. as forcas desequilibradas (erros)
Norma Minima dos

Incremento de Arco sdo eliminados. Para isso, em um
Deslocamentos

o Cilindrico sistema com m graus de liberdade,
Residuais

a derivada em 61 da somatéria dos

m erros quadrados deve ser nula

Estabelece um vetor de forcas
residuais, definidas como a
diferenca das forcas externas no
passo atual com as internas do

Residuos Incremento de Arco ) o
passo anterior. A técnica de

Ortogonais Cilindrico . _ _
correcao consiste em garantir que
este vetor seja ortogonal ao vetor

de incremento de deslocamentos do

passo anterior

FONTE: Adaptado de Rangel (2019)

A diferenca das condi¢Bes impostas pelos métodos do comprimento de arco constante
e linear podem ser observados na figura 3.4, apresentada a seguir. Para o caso do
arco constante, o incremento do comprimento de arco (AL) € mantido constante,

enguanto que para o caso do arco linear, os incrementos sdo mantidos em um plano
ortogonal ao incremento anterior.
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Figura 3.4. Otimizacao de solucéo pelo método de comprimento de arco constante e

linear

Superficie
Restringida

\ Comprimento de
Arco Linear

\ Comprimento de
Arco Constante

PR b S

FONTE: Rangel (2019)

No presente trabalho, o método de correcéo utilizado foi o da Norma Minima dos
Deslocamentos Residuais. Optou-se pela utilizacdo de um Unico método de modo que
esta definicho ndo influenciasse na compreensdo da influéncia dos demais

parametros analisados neste estudo no comportamento da estrutura.

3.3 Teorias de flexao
Em uma andlise ndo-linear geométrica, a resposta da estrutura é diretamente
relacionada a teoria de flexdo adotada. Neste trabalho serdo abordadas as principais

teorias relativas ao problema, a teoria da flexdo de Euler-Bernoulli e de Timoshenko.

3.3.1 Teoria de flexdo de Euler-Bernoulli

A teoria de Euler-Bernoulli € amplamente utilizada na idealizacdo do comportamento
de estruturas, se baseando na hipétese de que uma linha reta e normal a superficie
de um elemento permanecera desta maneira apos a deformacdo (BORGES E
MADONA, 2019), como € mostrado na figura 3.5. Essa hipdtese se faz verdadeira ao
serem feitas algumas simplificacdes, como desprezar a influéncia provocada pela

forca cortante na deformacgéao e os efeitos de poisson.
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Figura 3.5. Deformacéo da secao pela teoria da flexdo de Euler-Bernoulli

detormed contiguration

FONTE: Martha (2018)

A desconsideracéo dos efeitos de cisalhamento impde uma limitacdo a teoria, uma
vez que para elementos pouco esbeltos, o0s resultados se distanciam
consideravelmente dos resultados obtidos por meio de teorias que levam em

consideracao esses efeitos.

Nesta teoria o angulo de rotacdo na secéo transversal (6) pode ser aproximado pela
sua tangente e se relaciona com o deslocamento transversal (v,) da forma mostrada

na expresséao (3.22).

6(x) = y (3.22)

O campo de deslocamento no interior do elemento pode ser expresso em termos dos
deslocamentos axiais e transversais, conforme apresentado nas equacgdes 3.23 e
3.24.

uGEy) = Uo) ~ v 0G) = Up(x) ~ v (3.23)

v(x,y) = vo(x) (3.24)
Agrupando-se a deformacdao normal na direcdo longitudinal e a distor¢édo por
cisalhamento no vetor de deformacdes pontuais e considerando a distor¢édo por
cisalhamento nula, tem-se o descrito em (3.25).
5= [ —@ayy o). [%2] (3.25)

Agrupando para o vetor de deformacdes generalizadas do elemento infinitesimal da
barra (€), em que cada componente representa uma das deformagdes elementares,
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temos o descrito em (3.26). Onde k/ corresponde a deformag&o axial por flexao, Yxy

a deformacéo por cisalhamento e 7 a deformag&o normal na dire¢ao longitudinal

&g d/dx 0 071 ruo
ny = [ 0 0 0] * IUO
kf 0 d?/dx* 0] Lo

As matrizes de rigidez dos elementos fundamentais, viga, trelica e portico,

(3.26)

considerando esta teoria, foram apresentadas no capitulo 2 deste trabalho.

3.3.2 Teoria da flexado de Timoshenko

Esta teoria se difere da primeira destacando-se a consideracdo dos efeitos de
cisalhamentos. Para considerar as distorcfes causadas pelas forcas cisalhantes, a
secao transversal ndo permanece necessariamente normal em relagao ao eixo da viga
apos a deformacdo e a rotacdo fica desassociada da tangente elastica, conforme

mostrado na equacao (3.27).

—y (3.27)

Desta maneira, as relacdes de compatibilidade entre deslocamentos e deformacdes

sdo apresentadas em (3.28) e o vetor de deformacgdes generalizadas em (3.29).

u

&1 _[d/dx O —(d/dx)y] . 0

yxy]_[ 0 d/dx ~1 ';0 (3.28)
ed d/dx 0 0 U
Yxy :[ 0 d/dx -1 ] Vo (3.29)
kS 0 0 d/dx] L0

As matrizes de rigidez dos elementos fundamentais, viga, trelica e portico,
considerando esta teoria sao apresentadas em (3.30), (3.31) e (3.32),

respectivamente.
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(3.30)

As incognitas P, L, E, Iz, A e Qy representam, respectivamente, a carga equivalente

atuante, o comprimento do elemento, o modulo de elasticidade do material que o

compde e a inércia no eixo z da secdo transversal, a area da sec¢ao transversal e

parametro auxiliar para caracterizacdo de elementos de barra no plano xy: Qy =

El,/XGAL? (Onde: X = fator de soma que define a area efetiva para cisalhamento e G

0 modulo de cisalhamento do material)

EA _EA 3 [P . P
L L L L
_lo o o o[ |0 o o o
Kil=1"ga ~ Ea TP P 3.31
-~ 0 = of |[-= 0o = o0 (3.31)
L L L L
o oo o Lo o 0o o

As incognitas L, E, A e P representam, respectivamente, o comprimento do elemento,
o modulo de elasticidade do material que o compde, a area da secao transversal e a
carga atuante.
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(3.32)

As incognitas presentes na equacado (3.32) sdo as mesmas ja apresentadas nas
equacodes (3.30) e (3.31).

A comparacédo das teorias de Euler e Timoshenko é apresentada na figura a seguir

(3.6)
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Figura 3.6. Comparacédo das teorias de Timoshenko e Euler-Bernoulli

deformagdo
transversal:

FONTE: Martha (2018)

3.4Descricdo cinematica

A busca por maneiras de representar o problema de néo-linearidade geométrica de
maneira mais eficiente e fiel ao real comportamento da estrutura leva a analise de
diferentes descri¢cbes cinematicas. Normalmente a escolha recai entre as descrigcdes

referenciais e espaciais. 0

Sdo abordadas neste trabalho as descricbes referenciais, onde as variaveis
caracteristica sdo a posi¢cdo da particula de acordo com um plano de referéncia
estabelecido e o instante em que a mesma € analisada. Dentro da teoria da
linearidade, a configuracao de referéncia é sempre a ndo deformada, ja nos problemas
de ndo-linearidade geométrica, a configuracdo de referéncia é a da estrutura apos a
deformacéo. A diferenca das descri¢cdes lagrangeana total, lagrangeana atualizada e
corrotacional, que sédo abordadas neste trabalho, estédo basicamente na configuracéo

de referéncia adotada na analise.

As formulagdes oriundas das descri¢cdes espaciais ndo sao abordadas neste trabalho,

uma vez que sua aplicagdo se dé principalmente na area de mecénica dos fluidos.

3.4.1 Formulacédo Corrotacional

A formulacgéo corrotacional surge do teorema da decomposicao polar do gradiente da
deformacéo, que permite descrever a deformacdo como produto de um tensor de
rotacdo e/ou translacdo, descrevendo o movimento de corpo rigido, e um tensor de

deformacé&o pura ou alongamento puro, conforme mostrado na figura (3.7). O papel
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do tensor de rotacdo/translacdo é volver o elemento deformado, de acordo com o

tensor de alongamento puro, para a correta posicéo e direcdo da deformacao.

A alteracdo da configuracdo de referéncia para a configuracdo deformada se da,
entdo, através de dois passos, 0 movimento de corpo rigido, incluindo a rotacéo e
translacdo do elemento, e o alongamento puro ou, segundo Battini (2002), os

deslocamentos naturais do elemento.

Figura 3.7. Decomposicéo polar do gradiente de deformacéao

2| | J
[ W /A3

— 7 N

Alongamento

el

Configuracio de . N
afarane Configuracdo de
referéncia
atual

Rotacdo

FONTE: Argenta (2020)

Os passos descritos anteriormente ocorrem de forma simultanea e podem ser
observados na figura 3.8, onde a nova configuracdo marcada pelos vetores ui, vi, Uj €
vj pode ser decomposta na translagao/rotacdo do elemento de comprimento “I”
(movimento de corpo rigido) e alongamento/deformacdo do mesmo (deformacao

pura).

Figura 3.8. Deformac&o de um elemento genérico

FONTE: Silva (2016)
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Essa decomposicdo permite que a formulacdo corrotacional seja bem fiel ao
comportamento da estrutura, uma vez que é capaz de reconhecer 0 movimento de

corpo rigido e ndo o contabilizar como deformacéo.

3.4.2 Formulagbes Lagrangeanas

As formulacfes Lagrangeanas, diferentemente da corrotacional, ndo tem como base
a decomposicao do problema em deformacgéo pura e movimento de corpo rigido, mas
tratam o mesmo como um todo, analisando apenas a diferenca entre as configuracoes
em dois instantes diferentes. A grande diferenca entre as formulacdes Lagrangeanas,

total e atualizada, esta exatamente no instante em gue essas analises sao feitas.

Quando a configuracdo de referéncia escolhida para comparar com a atual da
estrutura (t = n, Configuragdo = Cn) € a no tempo inicial t = 0 e configuracdo = Co,
temos uma descricdo Lagrangeana total. Quando a configuracdo de referéncia
escolhida é Cn1, analisada no tempo t = n-1, temos uma formulagdo Lagrangeana
atualizada. Ou seja, a formulacdo Lagrangeana total mantém o referencial fixo na
configuracéo nédo deformada, enquanto que, na lagrangeana atualizada, o sistema de
referéncia é transportado para a posicdo deformada a cada passo de carga (CODES,

1978). Essas diferencas podem ser observadas na figura (3.9) apresentada a seguir.

Figura 3.9. Configuracdes de equilibrio Cn, Cn-1, Ci e Co
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On N C i
/ \ i
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Y | /
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A“ //
S >
/ -~
Lot
b el C
ey )
_—-‘7;,‘~:4. - ®

FONTE: Yshii (2002)
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A escolha de qual formulacdo a ser utilizada depende de inUmeros fatores como
geometria da estrutura, teoria da flexdo utilizada, consideracdo ou ndo de ndao-
linearidade geométrica, esforco computacional, entre outros. Dentro dos problemas
de ndo-linearidade geométrica, a escolha da descricdo a ser utilizada e a sua
influéncia no resultado obtido é um dos alvos deste estudo. Neste trabalho foram

avaliadas as formulacdes corrotacional e Lagrangeana atualizada.

3.5 Consideracao de termos de ordem elevada

Durante a construcao das matrizes de rigidez dos problemas, € comum a realizagcéo
de consideragbes e simplificacdes que levam ao desprezo de termos de ordem
elevada do tensor deformacéo de Green-Lagrange, apresentado nas equacoes (3.33)
e (3.34). A consideracéo desses termos surge da busca de solu¢cdes mais préximas
das analiticas. Assim, desejando refinar a solucdo, o emprego de mais termos do
tensor pode ser inserido na analise (RODRIGUES, 2019).

du 1 [rou\® /ov\°
_Ou 1 [0u ov 3.33
Exx (')x+ 2 l((’)v) + <ax> l ( )
B 6u+6v+6v6u+6v6v
oy = dy 0x O0yodx 0yodx

Conforme apresentado em (3.35), o tensor € composto de uma parcela linear (Ae;;) e

(3.34)

uma nao-linear (An;;).

Ag;j = Ae;j + Any; (3.35)
A consideracdo apenas da parcela linear, apresentada em (3.36) e (3.37), € capaz de
gerar a matriz de rigidez elastica. Todavia, para consideracdo dos efeitos da néo-
linearidade geométrica e geracdo da matriz de rigidez geomeétrica, € necessario a

consideracao da parcela ndo-linear, conforme apresentado em (3.38) e (3.39)

Parcela Linear:

u
Mgy, = o (3.36)
Ju OJv
Agyy = —+— (3.37)



Parcela Nao-linear:

ANy =

N

Judu

2 |G -

)]

ov ov

Anyy = 9y 0x + 9y 9%

(3.38)

(3.39)
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Utilizando o campo de deslocamento de um elemento infinitesimal, tem-se o

apresentado em (3.40) e (3.41)

u(x,y) = ug —

v
Y 0x

v(x,y) = vo

(3.40)

(3.41)

Substituindo (3.40) e (3.41) em (3.36), (3.37), (3.38) e (3.39), escreve-se:

Parcela Linear:

du Jduy

Sxx:azﬁ
dv Jdu

Exy = £+£=

Parcela Nao-linear:

1 [row\®  (ov\*] 1
’hﬁz‘[(%) +<a)]=z'
_ 6u6u+6v6v_

Txy = dydx dyodx

<6u)2 +
v

d0%v
yaxz

dvy, 0dv,

0x ox

(617)2 2 2%v 9%v ou

0x y dx2 y 0x2 ox
vov Jdvaou

Y ox*dx Odx Ox

(3.42)

(3.43)

(3.42)

(3.43)

A consideracao de termos de ordem elevada no tensor de deformacdo de Green-

Lagrange consiste na consideracdo dos termos y? (

92%v

9 3
e yﬁi da equacéo (3.43).

ax?

62v) 0%v du
dx2 0x

da equacéo (3.42)

Com a adocéao dos termos de ordem elevada e utilizacéo da teoria de Euler-Bernoulli,

a matriz de rigidez se apresenta conforme apresentado nas equacodes (3.44), (3.45) e

(3.46) para vigas, porticos planos e trelica plana, respectivamente.



[K.] = [K¢]
12EI  6EI 12E1  6EI -
Bz B3z
6El  4EI 6EI  2EI
_ 12 1 12 1
12EI  6EI 12EI  6EI
B2 [EE
6EI 2E] 6EI  4AEI
12 1 12 1
-6P+12PIZ P+6PIZ 6P 12PI, P+6PIZ-
5L AL3 10 ' Al2 5L AL3 10 ' AL2
P +6PIZ 2LP+4PIZ P 6P, LP 2PI,
N 10 ' ALZ 15 AL 10 AlL2 30 ' AL
6P 12PI, P 6PI, 6P 12PI, P  6PI,
5L AL3 10 ALZ 5L ' AI3 10 Al2
P 6P, LP+2PIZ P 6P, 2LP+4PIZ
10 ' A2 30 ' AL 10 A2 15 ' AL
[K.]
- EA . . EA . .
L L
12EI  6EI 12EI  6EI
O = 1= 0 - 1=
. 6El  4AEI . 6EI  2EI
_ 12 L 2 L
k4 0 0 0 0
L L
12EI  6EI 12E  6EI
O T T B
. 6EI 2E] 6EI  4EI
! 12 L 12 L
- P My, p My,
L 0 L L 0 L
. 6P+12PIZ P+6PIZ 6P 12PI, P+6PIZ
5L ' AL3 10 ' AlL2 5L AL3 10 ' AlL2
P 6PI, 2LP A4PI, P 6Pl LP 2P,
0 — 4+ 0 ——— -
N 10 ' Al2 15 ' AL 10 A2 30 ' AL
P . My, p . My,
L L L L
. 6P 12PI, P 6P, . 6P+12PIZ P 6PI,
5L AL3 10 Al2 5L AL3 10 Al2
. P 6P, LP 2PI, P 6PI, 2LP 4PI,
! 10 '~ AlL2 30 ' AL 10 ALz 15 @ AL

45

(3.44)

(3.45)
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A EA 1 [P My P My
l l L L L L
_lo o o o 0 0 0 0 3.46
K= "ga -7 S T p My, P My, (3.46)
l l I 1 I 1L
0 0 0 0 0 0 0 0

As incognitas L, E, Iz, A, Mz1 e Mz representam, respectivamente, o comprimento do
elemento, o médulo de elasticidade do material que o compde, a inércia da secéo
transversal, a area da secdo transversal, momento fletor (em torno do eixo z) na
extremidade inicial da barra e o momento fletor (em torno do eixo z) na extremidade

final da barra.

Observa-se que a consideragcdo de termos de ordem elevada interfere apenas na
matriz de rigidez geométrica, ndo havendo sentido essa consideracdo quando trata-
se de problemas de linearidade geométrica. Percebe-se ainda que, desconsiderando
esses termos, chega-se as equacdes (2.1), (2.2) e (2.3), ja apresentadas

anteriormente.

Para o caso da utilizagédo da teoria de Timoshenko, tem-se as seguintes matrizes de
rigidez, conforme apresentado nas equacdes (3.47), (3.48) e (3.49) para vigas, trelica

e porticos planos, respectivamente.
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[K.] = [Kq]
12El, 6EI, 12El, 6EI,
3120, +1) 12(120,+1)  3(120,+1) 12(120, +1)
6El, 4E1,(30, + 1) 6El, 2EI,(69Q, — 1)
| r(2e,+1) L(120,+1)  r2(120,+1)  L(120,+1)
12El, 6EI, 12El, 6El,
(120, +1)  12(120,+1)  13(120,+1)  12(120, +1)
6El, 2E1,(69, — 1) 6El, 4E1,(30, +1)
| 2(120,+1)  L(120,+1)  12(120,+1) L(120,+1) |
6P(1200,% + 200, + 1) 12PI, P . 6PI,
5L (120, + 1)2 AL3(12Q, + 1)2 10(120, + 1)2 * AL2(120Q, + 1)2
P N 6PI, 2LP(900,% + 150, + 1) 12PI,
N 10(120, +1)2 * AL2(12Q, + 1)2 15(120, + 1)2 AL3(12Q, + 1)? (3.47)
~ 6P(1200,% + 200, + 1) B 12PI, B P N 6PI,
5L (120, + 1)2 AL3(12Q, + 1)2 10(12Q, + 1)2  AL2(120Q,, + 1)2
P 6PI, LP(3600,% + 600, + 1)  2PI;(72Q,% + 120, — 1)
10(120, + 1)2 +AL2(IZQy +1)2 B 30(120, + 1)? B AL(12Q, + 1)2
_ 6P(1200,% + 200, + 1) ~ 12P1, P N 6PI,
5L (120, + 1)2 AL3(12Q, + 1)? 10(120y, + 1)? * AL2(120Q,, + 1)2
i P ~ 6PI, _ LP(3600,° +600, +1)  2PI,(720,° + 120, — 1)
100120, + 1) AL2(120Q, + 1)2 30(120,, + 1)2 AL(120Q,, + 1)?
6P(1200,% + 200, + 1) 12PI, P 6PI,
5L (120, + 1)2 AL (120, + 1)2 10(12Q, + 1)?  AL2(12Q, + 1)?
B P i 6PI, 2LP(900,% + 150, + 1) N 12PI,
10(12Q, + 1) AL2(12Q, + 1)2 15(12Q, + 1)? AL (120, + 1)2

As incognitas P, L, E, I, A e Qy representam, respectivamente, a carga equivalente
atuante, o comprimento do elemento, 0 médulo de elasticidade do material que o
compde e a inércia no eixo z da secdo transversal, a area da secao transversal e
pardmetro auxiliar para caracterizagdo de elementos de barra no plano xy: Qy =

El,/XGAL? (Onde: X = fator de soma que define a area efetiva para cisalhamento e G
0 modulo de cisalhamento do material)

- P M, P M,
EA EA L L L L
T 0 _T 0 _le 0 le 0
K= 0 0 0 of, L L
_EA , EA P M P Mz (3.48)
L L 1&1 L ML L
0 0 0 0 - =
| L O L 0 |

As incognitas L, E, A, P, Mz1 e Mz, representam, respectivamente, o comprimento do
elemento, o modulo de elasticidade do material que o compde, a area da secéo

transversal, a carga atuante, o momento fletor na extremidade inicial da barra (em
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torno do eixo local z) e a carga atuante, o momento fletor na extremidade final da barra

(em torno do eixo local z).

[K.]
E4 0 0 _EA 0 0
L L
12El, 6EI, 12El, 6El,
13(120, +1) 12(120, +1) (120, +1)  12(120, + 1)
6El, 4E1(30,+ 1) 6El, 2E1,(69, — 1)
~ 12(120,+1)  L(120, + 1) 2(120,+1)  L(120,+1)
EA EA
- 0 0 - 0 0
12El, 6EI, 12El, 6El,
3120, +1)  12(120, +1) 13(120, +1)  12(120, +1)
6EI, 2E1,(60, — 1) 6El, 4E1;(30y + 1)
12(120, +1)  L(120, + 1) C2(120,+1) (129, +1)
P M,
L 0 L
. 6P(1200,% + 200, + 1) 12PI, P N 6PI,
5L (120, + 1)? AL3 (120, + 1)2 10(120, + 1)?  AL2(12Q, + 1)2
My, P 6PI; 2LP(900,° + 150, + 1) 12P1,
N L 10(120Q, + 1)2 + AL2(12Q,, + 1)? 15(12Q, + 1)2 AL3 (120, + 1)2
P M, :
-7 0 - (3.49)
_ 6P(1200,% 200, + 1) 12PI, ~ P N 6PI,
5L (120, + 1)2 AL (120, + 1)2 10(120, + 1)? ' AL2(12Q, + 1)2
My, P 6PI, LP(3600,° + 600, + 1)  2PI,(720,% + 120, — 1)
L 10(12Q, + 1)2 + AL2(12Q, + 1)? B 30(12Q, + 1)2 B AL(12Q, + 1)?
P M,,
L 0 L
~ 6P(1200,% + 200, + 1) _ 12P1, P N 6PI,
5L (120, + 1)2 AL (120, + 1)2 100120, + 1)? ' AL2(12Q, + 1)2
M, P 6PI, LP(3600,% + 600, + 1)  2PI(720,% + 120, — 1)
L T 10(120, + 1)2  AL2(12Q, + 1)? © 30120, + 1)? a AL(12Q, + 1)2
P M,,
L 0 L
6P(1200,% + 200, + 1) 12PI, P 6PI,
0 5L (120, + 1)2 AL3(120, + 1)? T 10(120, + 1)2 AL2(12Q, + 1)2
M,, P 6PI, 2LP(900,% + 150, + 1) 12PI,
L 10(120Q, + 1)?  AL2(12Q, + 1)2 15(12Q, + 1)2 AL3 (120, + 1)2

As incognitas presentes na equacao (3.49) sdo as mesmas ja apresentadas nas
equacdes (3.47) e (3.48).
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4. APLICACOES NUMERICAS

Neste capitulo sdo apresentados os testes realizados em 7 tipos de estruturas que
foram analisadas utilizando o programa computacional “NUMA-FT”, Numerical
Analysis of Trusses and Frames (RANGEL, 2019), capaz de realizar uma anélise ndo-
linear geométrica de estruturas. Este programa apresenta a peculiaridade de permitir
gue o usuario escolha algumas condicbes a serem utilizadas na analise, como
descri¢cdes cinematicas, teorias da flexdo, consideracdo ou ndo de termos de ordem

elevada, entre outros. Os resultados obtidos foram comparados entre si.

As analises realizadas utilizaram como base a teoria da flexdo de Timoshenko, uma
vez que, por considerar os efeitos causados pelas forcas de cisalhamento, de modo
geral levam a resultados mais proximos da descricdo final do problema,
principalmente para estruturas com um baixo indice de esbeltez (L/h), como se

observara, principalmente, para L/h < 4.

No que diz respeito a descricdo cinematica considerada, os testes foram feitos
considerando a formulacdo Lagrangeana atualizada e Corrotacional. Dentro da
Lagrangeana atualizada foram criadas ainda duas subdivisdes de testes com base na
consideracao ou ndo de termos de ordem elevada no tensor deformacao. Desta forma,
resultaram 3 tipos de analises: “Corrotacional”, “large” e “small”’, que correspondem,
respectivamente, a utilizacdo da formulacédo corrotacional, utilizacdo da formulagéo
Lagrangeana atualizada com a presenca de termos de ordem elevada no tensor
deformacéo e utilizacdo da formulacdo Lagrangeana atualizada sem a presenca de

termos de ordem elevada no tensor deformacéo.

Realiza-se para cada tipo de estrutura a analise de 4 casos, cada um como uma se¢ao
transversal diferente de maneira que a estrutura fosse estudada com esbeltezes

diferentes, adotadas como L/H=2,L/H=4,L/H=6 e L /H =10 nas rotinas de testes.

As analises também foram realizadas para a estrutura com cada barra discretizada
em 2 elementos e em 5 elementos, de modo a observar a influéncia da discretizagédo
da estrutura no resultado encontrado. Adotou-se 5 elementos como uma discretizacéo
considerada boa uma vez que, durante os testes realizados no presente estudo,
percebeu-se que, a partir deste valor, 0 aumento da discretizacdo ndo gerava uma

solucao significantemente diferente.
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Adota-se uma analise de referéncia para comparacdo com as analises realizadas
conforme descrito anteriormente. Esta analise de referéncia é feita utilizando a teoria
de flexdo de Timoshenko, formulacdo corrotacional e discretizacao das barras em 10

elementos e foi identificada como “Reference”.

Os resultados sao dispostos em curvas de equilibrio, fator de carga (adimensional)
versus deslocamento (metro ou radiano), onde o fator de carga diz respeito a relacéo
entre a carga aplicada e a carga critica e o deslocamento a translacdo (em metros) ou
rotacao (em radianos) do grau de liberdade analisado. Em geral as cargas aplicadas
foram escolhidas de modo que o ponto critico da curva ocorresse para um fator de
carga igual a 1, ou seja, a carga aplicada corresponde a carga critica de flambagem

da estrutura. Essas cargas foram definidas numericamente.

O limite estabelecido para desenvolvimento das curvas de equilibrio foi definido para
cada exemplo, de maneira que fosse possivel considerar a parte da zona pos-critica

da curva de equilibrio sem comprometer a andlise.

4.1 Coluna engastada

A coluna engastada € uma estrutura que se caracteriza pela presenca de um apoio
do terceiro género em uma de suas extremidades e na outra a aplicacado de uma carga
vertical P e uma carga horizontal desestabilizadora correspondente a 0,001P. A

estrutura € apresentada na figura 4.1.

Figura 4.1. Coluna engastada

LP
H=0.001P u
-— >

B |

Se¢do Transversal:
b=0.5m
h
L
A

- 77777

FONTE: Adaptado de Silva (2016)
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O modulo de elasticidade do material é E = 107 kN/m2, coeficiente de Poisson nulo

(v = 0), fator de forma (x = 5/6) para sec¢ao transversal retangular, e 0 comprimento

(L) da coluna é iguala 1 m.

A configuracdo deformada da estrutura € apresentada na figura 4.2 para a condicao
de L/H = 6, utilizando a formulacdo corrotacional e discretizacdo da estrutura em 10
elementos (resposta de referéncia). A linha azul representa a configuracao deformada,

enquanto a linha preta corresponde a configuragéo original da estrutura.

Figura 4.2. Configuracao deformada da coluna engastada

B

—

b

FONTE: Autor (2022)
O grau de liberdade levado em conta na andlise é a translacao horizontal no n6é B. Os
resultados das analises realizadas sdo apresentados nos graficos 4.1 e 4.2, que
demonstram as andlises considerando a descricdo do pilar em 2 e 5 elementos,

respectivamente.

Gréfico 4.1. Curva de equilibrio para coluna engastada discretizada em 2 elementos

251 251 v

Fator de Carga
P

Fator de Carga
o

———————
e
05 L/H=2(Corrotacional) 051L L/H=4(Corrotacional)

: L/H=2(Large) : L/H=4(Large)
L/H=2(Small) L/H=4(Small)
Reference Reference

oL I I L L L T T T ) 0 L I I L L I n )

-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Deslocamento Deslocamento
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©
=
53
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1.5 B 15F
S
©
w
1r 1F
L/H=6(Corrotacional) L/H=10(Corrotacional)
0.5 L/H=6(Large) 051 L/H=10(Large)
L/H=6(Small) L/H=10(Small)
Reference Reference
0 L L L L L L L L I 0 L L L L 1 1 ! L )
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Deslocamento Deslocamento

FONTE: Autor (2022)

Gréfico 4.2. Curva de equilibrio para coluna engastada discretizada em 5 elementos

Fator de Carga

Fator de Carga

3r 3r
251 25
2 2F
[}
ol
5
O
15 % 151
g
©
w
1r 1r
L/H=2(Corrotacional) L/H=4(Corrotacional)
051 L/H=2(Large) 05 L/H=4(Large)
L/H=2(Small) L/H=4(Small)
Reference Reference
0 . . . L . ! ! L | 0 . I . . L I ! ! )
-0.1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 -0.1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09
Deslocamento Deslocamento
3r 3r
25 251
2 2
©
2
o
(&}
1.5 B 15F
S
©
w
1F 1h
L/H=6(Corrotacional) L/H=10(Corrotacional)
05 L/H=6(Large) 05F L/H=10(Large)
L/H=6(Small) L/H=10(Small)
Reference Reference
0 . I . L . N N I I 0 L . I L ! ! ! ! )
-0.1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 -0.1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09

Deslocamento Deslocamento

FONTE: Autor (2022)
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Pela analise dos resultados apresentados, pode-se notar que, para o caso da
discretizacdo em 2 elementos, a analise utilizando a formulacdo Lagrangeana
atualizada com termos de alta ordem (“large”) se mantém mais perto da referéncia no
inicio da curva de equilibrio. Na zona pos-critica, a andlise com a formulacao
Lagrangeana atualizada possui melhor aproximacdo para maiores indices de
esbeltez. Para o caso da analise com discretizacdo em 5 elementos, as trés curvas
tendem a se manter proximas da referéncia, sendo as curvas “large” e corrotacional
as com melhor aproximacdo. Todavia, destaca-se que 0 numero de passos do
processo iterativo utilizado para atingir os resultados foram muito maiores para o teste
envolvendo a formulacdo “large”, sendo cerca de 2000 passos e tempo de
processamento de 21 segundos, enquanto as demais utilizaram cerca de 90 passos
e menos de 2 segundos.

Observa-se que a discretizacao da estrutura exerce grande influéncia nos resultados
da analise, principalmente na zona pés-critica da curva de equilibrio. Percebe-se que
os resultados obtidos para a estrutura mais discretizada se aproximam mais da

referéncia.

Analisando a presenca de termos de ordem elevada, nota-se em todos os exemplos
gue a andlise utilizando a formulagéo “large”, com termos de alta ordem, tende a se
manter mais proxima da referéncia do que a utilizando a formulagdo “small”’, sem

termos de ordem elevada.

4.2 Viga continua

A segunda rotina de testes teve como base a estrutura apresentada na figura 4.3, com
L =1 m. Essa viga se caracteriza pela presenca de um apoio do segundo género no
no A e dois de primeiro género nos nos B e C. O médulo de elasticidade do material
é E = 107 kN/m2, coeficiente de Poisson nulo (v = 0) e um fator de forma (x) igual a
5/6 para a secao transversal.

Figura 4.3. Viga continua

,,,,, M=0.001PL

AT ~B_ ol Yco P

i'-u

Secdo Transversal: h ‘ ‘

\ L 1 L 1
FONTE: Adaptado de Timoshenko e Gere (1963)
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O valor da carga critica P foi obtido numericamente e varia de acordo com a esbeltez

analisada. Para andlise ndo-linear, o grau de liberdade analisado € a rotagdo do né C.

A analise efetuada leva a estrutura a condi¢cbes extremas, apos os estados limites
altimo e de servigo, sendo avaliado também o comportamento da curva de equilibrio
no estado pos-critico. Nessa condicédo, a deformacgéo da estrutura € de tal magnitude
gue a mesma perde completamente sua fungéo e forma, conforme apresentado na
figura 4.4, que representa essa situagao para L/H = 6, formulagdo corrotacional e
discretizacdo de 10 elementos por barra. Na figura a configuracdo deformada é

demarcada em azul, enquanto em preto se tem a configuracao original da estrutura.

Figura 4.4. Configuragdo deformada da viga continua

FONTE: Autor (2022)
Os resultados das andlises realizadas sao apresentados no conjunto de gréaficos 4.3
e 4.4, que demonstram as andlises considerando a discretizacdo de cada barra em 2

e 5 elementos, respectivamente.

Gréfico 4.3. Curva de equilibrio para de viga continua com barras discretizadas em

2 elementos
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N
T
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0.2 L/H=10(Small)
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0 | L I I ]
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FONTE: Autor (2022)

Gréfico 4.4. Curva de equilibrio para viga continua com barras discretizadas em 5
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FONTE: Autor (2022)

Observando-se as curvas tracadas pode-se perceber que a discretiza¢do da estrutura

influencia significantemente nos resultados obtidos, de modo que uma estrutura mais
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discretizada faz com que as curvas de equilibrio para os 3 casos, “large” (curva
vermelha), corrotacional (curva azul) e “small” (curva amarela), se aproximem mais da

referéncia (curva roxa).

Analisando a influéncia da descricdo cinematica escolhida, verifica-se que para a
estrutura menos discretizada, a formulacéo lagrangeana (“large” e “small”), tendem a
se aproximar mais da curva de referéncia que a formulacdo corrotacional. J& na
estrutura mais discretizada, essa informacdo se fez dependente da esbeltez da
estrutura. Nas secbes menos esbeltas a formulacdo corrotacional encontra-se mais
proxima da referéncia, enquanto que para esbeltezes maiores a Lagrangeana

atualizada com termos de ordem elevada possui melhor aproximacao.

Considerando a presenca ou ndo de termos de ordem elevada, observa-se que para
praticamente todos os casos, a formulacdo Lagrangeana com termos de alta ordem
(“large”) se manteve mais proxima da referéncia do que sem a consideracéo destes
termos (“small”). A Unica excecao apresentada foi no caso de L/H = 2 e discretizacéo
de dois elementos que a curva “large” apresentou uma configuragcédo distante do

esperado.

4.3Viga engastada-livre

A terceira rotina de teste analisou a estrutura de uma viga engastada—livre com L =1
m, caracterizada apenas pela presenca de um apoio do terceiro género em uma de
suas extremidades e na outra uma carga de momento de flexdo, conforme

apresentado na figura 4.5.

Figura 4.5. Viga engastada—livre

b=05m
h M=0.001PL

1A Y5

g

I L ]

Se¢do Transversal:

FONTE: Autor (2022)

O modulo de elasticidade do material é E = 107 kN/m2, coeficiente de Poisson nulo

(v = 0) e um fator de forma (x) de 5/6 para a secao transversal.



57

O valor do momento M aplicado a estrutura foi avaliado numericamente e varia de
acordo com a esbeltez analisada. Para andlise ndo-linear, o grau de liberdade
estudado € a translacdo vertical em B. A configuracdo deformada da estrutura
considerando discretizacdo de 5 elementos da barra, L/IH = 6 e formulacéo

corrotacional é apresentada na figura 4.6.

Figura 4.6. Configuracao deformada da viga engastada—livre

FONTE: Autor (2022)

Sdo apresentados no conjunto de graficos 4.5 e 4.6 os resultados das andlises
realizadas, que demonstram as analises considerando a descri¢cdo de cada barra em

2 e 5 elementos, respectivamente.

Grafico 4.5. Curva de equilibrio para barra da viga engastada—livre discretizada em
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FONTE: Autor (2022)

Grafico 4.6. Curva de equilibrio para barra da viga engastada — livre discretizada em
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FONTE: Autor (2022)

A partir dos resultados expressos nos graficos 4.5 e 4.6, pode-se verificar que tanto

na discretizacéo das barras em 2 elementos, como na discretizacdo das mesmas em
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5 elementos, os resultados da analise pelas trés formulacbes propostas, “large”,
“small” e corrotacional, praticamente se sobrepdem, de modo que as diferencas do

uso das mesmas nao sejam significantes.

Observa-se que para uma mesma discretizacéo, as curvas nao se aproximaram mais
ou menos da referéncia ao se variar a esheltez da estrutura. Nota-se, porém, que na
discretizacdo com 5 elementos os resultados das analises se aproximam mais da
referéncia, estando quase que sobrepostos nesta. Ja para a discretizagdo de 2
elementos, este mesmo fenémeno pbde ser observado no inicio da curva de equilibrio,
mas a medida que se avanca no estado poés critico, as diferencas se tornam mais

expressivas.

Ressalta-se que a formulacdo com termos de ordem elevada apresentou tempo de
processamento e nimero de passos dados para alcance de um mesmo fator de carga
significantemente superior, quando comparada com as demais, com nuamero de
passos 20 vezes maior que para as demais curvas e tempo de processamento 15
vezes maior. Este comportamento se acentua a medida que se avanca no estado pos-

critico.

4.4 Portico de Roorda

Na quarta rotina de testes implementou-se ao programa a estrutura do portico de
Roorda (ROORDA, 1965), mostrado na figura 4.7, caracterizada pela presenca de

dois apoios do segundo género em A e C e uma carga P aplicada em B.

Figura 4.7. Portico de Roorda
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C
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FONTE: Adaptado de Rodrigues (2019)



60

O moédulo de elasticidade do material € E = 107 kN/m2, comprimento L = 1 m,
coeficiente de Poisson nulo (v =0) e um fator de forma (x) de 5/6 para a secéo
transversal. O valor da carga critica P foi avaliado numericamente e varia de acordo
com a esbeltez analisada. Para a analise ndo-linear geométrica, o grau de liberdade

analisado é a translacdo em B, conforme ilustrado na figura 4.7 pelo vetor u.

A configuracdo deformada da estrutura é apresentada na figura 4.8 para o caso de
L/H = 6, com utilizagdo da formulag&o corrotacional e discretizacdo de 10 elementos
por barra. Na figura, a configuracdo deformada é demarcada em azul, enquanto em

preto se tem a configuracao original da estrutura.

Figura 4.8. Configuracao deformada do portico de Roorda

B C

Al

FONTE: Autor (2022)

Os resultados das analises realizadas sédo apresentados no conjunto de graficos 4.7
e 4.8, que demonstram as analises considerando a descricdo de cada barraem 2 e 5

elementos, respectivamente.

Gréfico 4.7. Curva de equilibrio para barras do portico de Roorda discretizadas em 2

elementos
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FONTE: Autor (2022)

Gréfico 4.8. Curva de equilibrio para barras do portico de Roorda discretizadas em 5
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FONTE: Autor (2022)
Com o intuito de uma analise mais precisa e representativa do comportamento na

zona secundéaria da curva de equilibrio, realizou-se uma anélise mais profunda para o
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caso especifico de L/H = 4 e discretizacao das barras em 5 elementos, desenvolvendo

mais a curva de equilibrio nesta zona, conforme apresentado no grafico 4.9.

Grafico 4.9. Curva de equilibrio para L/H = 4 e barras do portico de Roorda

discretizadas em 5 elementos
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FONTE: Autor (2022)

Pela analise dos exemplos anteriores é possivel perceber que, no caso da descricdo
das barras em dois elementos, nenhuma das trés formulacdes se aproxima da curva
de referéncia em sua integridade. De modo geral pode-se dizer que a utilizacdo da
formulacdo Lagrangeana com termos de alta ordem (“large”) traz resultados mais
préoximos da referéncia no inicio da curva de equilibrio, mas cada vez que se ingressa
mais na zona pos-critica a curva com a utilizacdo da formulagéo corrotacional possui
melhor aproximagdo. No caso especifico de L/H=2 a curva corrotacional e “large”

permanecem praticamente juntas.

Observando-se os resultados do grafico 4.8, para o caso da discretizacdo de 5
elementos, percebe-se que a curva corrotacional se mantem mais proxima da
referéncia em todos os casos, com exce¢do da secdo mais esbelta (L/H=10), em que
a formulacdo “large” se mostra mais proxima. Todavia, ao observar a curva mais
desenvolvida no grafico 4.9, observa-se que formulacdo “large” (Lagrangeana com
termos de ordem elevada) se mantém proxima da referéncia na zona critica, chegando

a se aproximar mais do que a curva corrotacional nas partes mais avancadas da curva.
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Entretanto, destaca-se que a curva com a utilizacdo da formulacdo corrotacional se

mantém suficientemente proxima da referéncia.

No que diz respeito a utilizagdo de termos de ordem elevada no tensor deformacéo,
observa-se que para a discretizagdo com 5 elementos, a consideracao destes termos
traz resultados significantemente mais préximos da referéncia. No caso da
discretizacdo de 2 elementos, a utilizacdo destes termos ndo garante um melhor
resultado da estrutura na fase pdés-critica, contudo apresenta melhor aproximacao da
carga critica. Na fase pré-critica as curvas se sobrepdem.

4.5 Poértico de Lee

Nesta rotina de testes, a estrutura, o portico de Lee (LEE, 1968) apresenta grande
similaridade com a da rotina de testes anterior, todavia se difere pela aplicacao da
carga distante 0,2L do né C, conforme mostrado na figura 4.9. Esta estrutura se
caracteriza pela presenca de dois apoios do segundo género em A e C e a aplicacao
de uma carga P.

O modulo de elasticidade do material € E = 107 kN/m2, comprimento L = 1, coeficiente

de Poisson nulo (v = 0) e um fator de forma (x = 0,833) para a secao transversal.

Figura 4.9. Pértico de Lee
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FONTE: Adaptado de Rangel (2019)
A figura imagem 4.10 apresenta a configuragédo deformada para o caso de L/H = 6,
utilizando a formulac&o corrotacional e discretizacédo de 10 elementos por barra. A
configuracdo deformada é demarcada em azul, enquanto em preto se tem a

configuracgédo original da estrutura.
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nfiguracdo deformada do portico de Lee

C

FONTE: Autor (2022)

O conjunto de gréficos 4.10 e 4.11 contém os resultados das analises realizadas,

considerando a descricdo de cada barra em 2 e 5 elementos, respectivamente.

Assim como feito para o conj

unto de testes anterior, realizou-se uma analise mais

profunda para o caso especifico de L/H =4 e discretizacdo das barras em 5 elementos,

desenvolvendo mais a curva

gréafico 4.12.

de equilibrio nesta zona, conforme apresentado no

Grafico 4.10. Curva de equilibrio para barras do pértico de Lee discretizadas em 2
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Grafico 4.11. Curva de equilibrio para barras do pértico de Lee discretizadas em 5
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Gréfico 4.12. Curva de equilibrio para L/H = 4 e barras do portico de Lee

discretizadas em 5 elementos
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FONTE: Autor (2022)

Através dos resultados apresentados nos graficos anteriores pode-se observar que
para a discretizacdo das barras da estrutura em dois elementos, as 3 analises feitas
se mantiveram proximas umas das outras, mas fiéis a referéncia apenas na zona
fundamental da curva. Ao ingressar na zona pés-critica, as mesmas se distanciaram

da referéncia e nenhuma se aproximou significantemente da curva.

J4 para o caso de 5 elementos, pode-se observar que as 3 analises feitas se
aproximaram bastante da referéncia, destacando os efeitos de uma maior
discretizac&o da estrutura, todavia, a formulacéo corrotacional e a Lagrangeana com
termos de alta ordem se aproximaram mais, estando a corrotacional mais préxima da

referéncia.

Destaca-se que em certo ponto da curva mais desenvolvida, oriunda da utilizagdo da
formulacdo lagrangeana sem a presenca de termos de ordem elevada (“small”),
observou-se a ocorréncia do fenémeno de snap-back, um salto dinamico sob controle

de deslocamento, conforme abordado no capitulo 3. Desta maneira, parte da curva de
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equilibrio ndo foi representada pela utilizacdo deste modelo. Ressalta-se que as
curvas oriundas da utilizacdo da formulacdo corrotacional e lagrangeana com termos
de ordem elevada ndo apresentaram tal fenbmeno, descrevendo o comportamento de

modo mais fiel a referéncia.

No que diz respeito a utilizacdo de termos de alta ordem, no caso da estrutura com
barras discretizada em 5 elementos, a formulagcdo com a consideracao destes termos,
“‘large”, se aproxima mais da referéncia, do que agquela sem os mesmos, “small’. Para
0 caso da discretizagdo em 2 elementos tem-se dificuldade de analise visto que os 3

testes realizados ndo se aproximaram tanto da referéncia.

4.6 Portico plano

A sexta rotina de testes consiste na implementacéo ao programa de um portico com
bases engastadas. Tal estrutura é carregada por duas cargas verticais nos nos
superiores e uma carga horizontal no né superior esquerdo, conforme mostrado na
figura 4.11.

O moédulo de elasticidade do material € E = 107 kN/m2, comprimento L = 1 m,
coeficiente de Poisson nulo (v = 0) e um fator de forma (x) igual a 5/6 para a sec¢éo

transversal.

Figura 4.11. Pértico plano
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FONTE: Adaptado de Bazant e Cedolin (2010)
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A configuracdo deformada da estrutura é apresentada na figura 4.12 para o caso de
L/H = 6, utilizando a formulacdo corrotacional e discretizacdo de 10 elementos por

barra. A configuracdo deformada € demarcada em azul, enquanto em preto se tem a
configuracgédo original da estrutura.

Figura 4.12. Configuracdo deformada do pértico

B C

FONTE: Autor (2022)

Os resultados deste conjunto de testes sdo apresentados nos graficos 4.13 e 4.14,
considerando a descricdo das barras da estrutura em 2 e 5 elementos,

respectivamente. O grau de liberdade analisado é a translacédo horizontal no n6 B,
conforme ilustrado na figura 4.12 pelo vetor u.

Gréfico 4.13. Curva de equilibrio para barras do portico discretizadas em 2

elementos
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FONTE: Autor (2022)

Gréfico 4.14. Curva de equilibrio para barras do portico discretizadas em 5
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A partir dos graficos apresentados anteriormente pode-se observar a influéncia da
descricédo utilizada nos resultados obtidos. Para valores de esbeltezes menores, a
andlise realizada utilizando a formulagdo corrotacional foi a que se manteve mais
proxima da referéncia, enquanto que para esbeltezes maiores, a analises realizada
utilizando a formulagcéo Lagrangeana atualizada com termos de ordem elevada obteve
melhores resultados. Esse comportamento pode ser observado considerando a
discretizagéo das barras da estrutura em 2 e 5 elementos, todavia vale ressaltar que
as diferencas entre uma curva e outra ndo foram tdo grandes. Nota-se que,
especificamente para o caso de L/H=2 e discretizacdo das barras em 5 elementos, a
analise utilizando a formulacdo “large” ndo atingiu convergéncia nos resultados e foi

interrompida antes do fator de carga maximo estipulado.

A medida que o grafico avanca na zona pos-critica pode-se observar que as curvas
tendem a se distanciar da referéncia. Para a discretizacdo em 2 elementos, as curvas
mantem uma configuracdo semelhante a da curva de referéncia, mas com um
deslocamento um pouco maior para um mesmo fator de carga. JA para o caso da
estrutura mais discretizada, as curvas tendem a se direcionar para outra configuracao

de equilibrio.

Avaliando a presenca ou ndo de termos de ordem elevada, percebe-se que, de modo
geral, para todos 0s casos a resposta da analise considerando esses termos, a partir
da utilizacdo da formulacdo “large”, se aproximou mais da referéncia. Em alguns
casos, como para L/H = 10 e L/H = 6 com discretizacdo das barras em 2 elementos,
a diferenca proporcionada pela consideracdo ou ndo destes termos néo € tao grande,
mas ainda assim existente. Nota-se que para fatores de carga elevado a formulagao
“small” se mostra mais proxima em alguns casos, mas, assim como a “large”, tende

por um caminho que se distancia da referéncia.

Analisando o grau de discretizacdo das estruturas, observa-se que a estrutura mais
discretizada obteve respostas mais préximas da referéncia no inicio da curva,
engquanto a estrutura menos discretizada apresentou resultados mais proOximos nas
zonas mais avancadas da curva. Todavia, analisando a trajetoria de equilibrio,
percebe-se que nessas zonas mais avancadas, a trajetoria descrita tanto pela
estrutura mais discretizada quanto pela menos discretizada se encaminhou para

configuracbes distantes da referéncia. Assim, ndo se consegue, por meio deste
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exemplo, concluir que uma estrutura menos discretizada nos trara resultados mais
préximos da referéncia para maiores fatores de carga, uma vez que a trajetoria nao

se manteve fiel a estrutura.

4.6 Pértico de Williams adaptado

Na sétima e Ultima rotina, analisou-se o comportamento do pértico de Williams
adaptado (WILLIAMS,1964) frente a acdo de uma carga P concentrada em seu no
central, conforme apresentado na figura 4.13. Esta estrutura se caracteriza pela
presenca de dois apoios do terceiro género em A e C. O médulo de elasticidade do
material € E = 107 kN/m2, comprimento L = 1, coeficiente de Poisson nulo (v = 0) e um

fator de forma (x = 0,833) para a secao transversal.

Figura 4.13. Portico de Williams adaptado

FONTE: Adaptado de Rangel (2019)

E apresentada na figura 4.14 a configuracdo deformada para o caso de L/H = 6,
utilizacdo da formulacdo corrotacional e discretizacdo de 10 elementos por barra. A
configuracdo deformada é demarcada em azul, enquanto em preto se tem a

configuracgédo original da estrutura.

Figura 4.14. Configuracdo deformada do portico de Williams adaptado
B

FONTE: Autor (2022)
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Os graficos 4.15 e 4.16 expressam o0s resultados das analises realizadas,

considerando a descricdo de cada barra em 2 e 5 elementos, respectivamente.
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Gréfico 4.16 Curva de equilibrio para barras do portico de Williams discretizadas em
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A analise das curvas de equilibrio apresentadas nos permite observar a influéncia das

formulag@es utilizadas no desenvolvimento grafico da solucéo.

No caso da discretizacdo das barras em 2 elementos, pode-se claramente observar
gue a solucédo envolvendo a formulacao “large” se manteve mais proxima da referéncia
gue a envolvendo a corrotacional. A formulacéo Lagrangeana sem termos de ordem
elevada, “small”’, apresentou resultados proximos as demais nos primeiros estagios
da curva. Nos estagios mais avancados, ainda que préxima, esta se manteve mais

distante que a “large”, porém mais proxima que a corrotacional.

Para o caso da discretizacdo em 5 elementos, a formulagéo corrotacional e “large” se
mostram eficazes, se mantendo bem préximas da referéncia. Dentre elas a
formulacdo lagrangeana com termos de ordem elevada se destaca pela sua maior
proximidade da referéncia, todavia, destaca-se ainda pelo maior tempo de
processamento e necessidade de maior nimero de passos do processo iterativo para
alcancar os resultados apresentados. A formulacéo “small” se manteve bem proxima
das demais e da referéncia em todos os estagios da curva. No caso especifico de
L/H=2, a formulacéo “large” apresentou dificuldades de convergéncia, o que, de modo

geral, ndo impede a realizacdo da analise.

Analisando a discretizacao da estrutura, pode-se observar que a estrutura com maior

discretizagéo foi aquela que apresentou resultados mais proximos da referéncia.

Por fim, a analise da presenca ou ndo de termos de ordem elevada no tensor

deformacédo pbde ser percebida, verifica-se, principalmente no caso da estrutura
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menos discretizada, que a presenca de termos de ordem elevada levou a estrutura a

um resultado mais préximo da referéncia.
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5. CONCLUSAO

Com o intuito de atender o objetivo principal deste estudo, de comparacdo das
solu¢bes de problemas de analise ndo-linear geométrica de estruturas planas, o
presente trabalho apresentou exemplos numéricos de aplicacdo dos pontos
discutidos, que, juntamente com a revisao bibliogréfica realizada, permitiram que, ao

término deste estudo, importantes conclusdes fossem apontadas.

A discretizacao da estrutura exerce grande influéncia no comportamento do modelo,
sendo avaliada por meio da realizagéo de duas rotinas de testes para cada exemplo,
com discretizacdo das barras em 2 e 5 elementos. Pdde-se observar que para a
maioria dos exemplos realizados, a estrutura mais discretizada apresentou resposta

significantemente mais proxima da referéncia estabelecida.

A utilizag&o das formulacdes Lagrangeana ou corrotacional trouxeram, de modo geral,
resultados proximos, sendo maneiras efetivas de descricdo do problema de néo-
linearidade geométrica. Observou-se que na zona fundamental da curva de equilibrio,
as curvas apresentaram resultados bastante similares, estando, porém, na maioria
dos casos, a corrotacional mais préxima da referéncia estabelecida. Destaca-se,
entretanto, que a curva oriunda da utilizacdo da formulacdo Lagrangeana se mantém
suficientemente proxima da referéncia e da curva corrotacional, se sobrepondo, em
alguns momentos, a esta. A medida que se avanca na zona pés-critica, a formulacéo
corrotacional se destaca pela maior proximidade da referéncia. Nesta zona, a curva
oriunda da formulacdo Lagrangeana se mantém proxima da referéncia, todavia, em
alguns casos apresentou dificuldades de atingir a convergéncia nos processos

iterativos.

A esbeltez da se¢éo é um fator de grande influéncia nos resultados obtidos. Para cada
rotina de testes, analisou-se o comportamento da estrutura considerando 4 indices de
esbeltez diferentes: L/H=2, L/H=4, L/H=6 e L/H=10. Notou-se que, tanto para a
estrutura mais discretizada, como para a menos, nas secdes mais esbeltas, a
diferenca da utilizagdo das formulagdes, termos de ordem elevada e outros fatores
analisados, ndo eram tao significativos. Ja nas se¢cdes menos esbeltas, as diferencas
se acentuavam mais e as curvas se distanciavam mais da referéncia estabelecida,

sendo a estrutura também mais sensivel as alteragdes de carregamento.
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A utilizac&o de termos de ordem elevada no tensor de deformacéo de Green-Lagrange
pbdde ser observada comparando os resultados das curvas “large” e “small’. A
presenca destes termos levou a curva de equilibrio a valores mais préximos da curva
de referéncia, proporcionando uma melhor descricdo do comportamento da estrutura

dentro dos parametros estabelecidos neste estudo.

No que diz respeito ao custo computacional da utilizacdo de cada uma das
formulagcbes apresentadas, pdde-se realizar uma andlise qualitativa por meio do
tempo de processamento e numero de iteracfes realizadas para alcance de um
mesmo resultado. A utilizacdo das formulagdes corrotacional e Lagrangeana sem
termos de ordem elevada apresentaram custo computacional de mesma ordem de
grandeza, enquanto a formulacdo Lagrangeana com termos de ordem elevada
apresentou tempo e numero de iteragbes consideravelmente maior. Esse
comportamento péde ser observado apenas na fase pds-critica da curva de equilibrio,
sendo acentuado a medida que se avangava mais nesta zona. Na fase pré-critica da

curva, o custo dos trés modelos apresentados se mostrou proximo.

5.1Sugestdes para trabalhos futuros

Fundamentado nos estudos realizados, o0 presente estudo aponta para o
desenvolvimento de pesquisas futuras que avaliem comparativamente os parametros

analisados para estruturas tridimensionais.

No que diz respeito a analise da esbeltez na resposta da estrutura, sugere-se a
expansdo do estudo para estruturas cujas barras apresentem secdes variaveis ou

assimétricas.

A comparagcdo do comportamento descrito com o comportamento indicado por
programas comerciais, utilizando elementos de porticos ou casacas, €, também, algo
gue pode ser explorado. Além disso, a comparacéo dos resultados com os descritos

por métodos simplificados.

A exploracgéo de diferentes estratégias de correcdo da solu¢do ndo-linear na descrigéo
do comportamento da estrutura €, um horizonte de expansao do estudo. Por fim, a

associacdo com modelos de analise de nado-linearidade fisica.
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